Materialien zur Diagnose und Férderung im Mathematikunterricht
Leitidee Zahlen und Operationen

Didaktischer Kommentar von Prof. Andreas Schulz

Diagnose und Forderung — eingebettet in den alltaglichen Mathematikunter-
richt

Formative Diagnose, wie sie mit den LISUM-Materialien angedacht ist, hat das Ziel diagnostische Infor-
mationen bereitzustellen, die nachfolgend fiir das Unterrichten und Lernen genutzt werden und damit
den Lernerfolg der Schiilerinnen und Schiler unterstiitzen. Fir eine gelingende Umsetzung kommt der
Lehrkraft die zentrale Rolle zu: Zunachst wahlt sie aus den bereitgestellten Materialien solche aus, die
zum Curriculum und zu den Beddrfnissen in der eigenen Klasse passen. Nach dem Einsatz der Diagno-
sematerialien wertet sie die Ergebnisse aus und interpretiert diese. Daraus leitet sie zum Lernstand
der Klasse und zu einzelnen Schiilerinnen und Schiilern passende FérdermaBnahmen ab, indem sie
eine Auswahl aus den bereitgestellten Férdermaterialien trifft. Diese ergdnzt sie bei Bedarf und bettet
sie in eine die Schilerinnen und Schiiler bestmoglich aktivierende und unterstiitzende Unterrichtsge-
staltung ein. Wahrend der Férderung begleitet und moderiert sie das Lernen der Schiilerinnen und
Schiler in individuellen und kooperativen Arbeitsphasen. Sie erganzt bei Bedarf weitere Aufgaben,
Hilfestellungen oder Erklarungen. Begleitend oder abschlieBend tiberprift die Lehrkraft den Lernerfolg
der Schiilerinnen und Schiiler, u. a. um darauf abgestimmt den weiteren Unterricht zu planen. Diese
Beschreibung gilt in allgemeiner Form ebenfalls fiir die tagtaglichen und komplexen Herausforderun-
gen des Unterrichtens, zu dem die vorliegenden Diagnose- und Férdermaterialien eine wenigstens
zweifache Unterstlitzung anbieten moéchten:

(1) Die in den Materialien enthaltenen Aufgaben kdnnen unmittelbar im Unterricht bzw. Férder-
unterricht eingesetzt werden.

(2) Die Aufgaben zusammen mit den begleitenden Erlduterungen bieten eine Orientierung zu
zentralen Lernzielen, denen im Fach Mathematik zur Leitidee «Zahlen und Operationen» zur
Unterstlitzung langfristig erfolgreicher Lernentwicklungen von der Grund- bis zur Sekundar-
stufe zentrale Bedeutung zukommt.

Dieser einflihrende didaktische Kommentar erldutert die in Abbildung 1 dargestellten Schwerpunkte
des Kompetenzerwerbs zur Leitidee Zahlen und Operationen. Ein wesentliches Anliegen des Textes ist
es, an ausgewahlten Beispielen die Bedeutung eines verstehensorientierten Mathematikunterrichts
fir langfristig erfolgreiches Lernen zu veranschaulichen und Zusammenhéange zwischen zu erwerben-
den Kompetenzen zu verdeutlichen. Damit macht dieser Einfiihrungstext auch Uberlegungen transpa-
rent und nachvollziehbar, die zu der vorliegenden Auswahl der Schwerpunkte des Kompetenzerwerbs
und der entwickelten Diagnose- und Fordermaterialien gefiihrt haben. Diese Informationen, so die
Hoffnung, tragen zu einer zielgerichteten Verwendung der Materialien im Unterricht bei. Die vorlie-
genden Diagnose- und Fordermaterialien des LISUMs verfolgen zusammenfassend wenigstens drei eng
miteinander verbundene Ziele: (a) Sie geben in den Erlduterungen Anregungen und Orientierung fiir
eine Weiterentwicklung des Mathematikunterrichts, (b) sie konkretisieren diese in Form von Aufgaben
und (c) sie mochten auf diesem Wege einen Beitrag zu einer gelingenden tagtéglichen Forderung der
Schilerinnen und Schiiler leisten.

Zahlen und Operationen

Der Leitidee Zahlen und Operationen kommt im Curriculum des Faches Mathematik eine zentrale Rolle
zu (Kilpatrick, 2001): Sie steht nicht nur im engen Bezug zu allen anderen mathematischen Leitideen,
sondern bildet auch die Grundlage fiir lebenslanges Lernen in weiteren Fachern und Lebensbereichen,
bis hin zu einer selbstbestimmten Teilhabe am beruflichen und gesellschaftlichen Leben. Die folgende
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Zusammenfassung der Ideen der Zahl, der Operationen und ihrer durchgangigen Bedeutung fir alle
Zahlrdume und Zahlbereiche orientiert sich am LISUM-Modell zur Leitidee Zahlen und Operationen.

Idee der Zahlbereiche
Begrundung der Zahlbereichserweiterung, Beziehungen zwischen Zahlbereichen (naturliche Zahlen, ganze Zahlen, gebrochene Zahlen / rationale Zahlen, reelle Zahlen)

-

|dee der Zahl

Entwickeln von
ordinalen Zahlvorstellungen

Entwickeln von
kardinalen Zahlvorstellungen

Auffassen von Zahlen als Machtigkeit

Auffassen von Zahlen als fesigelegte

von Mengen Paositionen in der Zahlwortreihe Addition | | Subtraktion | |Multiplikation || Division Potenzieren | | Radizieren

als als als als als als
Zerlegen von Zahlen LT "I‘@m pL=isi = A’-\',_“’-im und || U
(Tei-Ganzes-Beziehung) fiigen gleicher P

Simultanes und quasisimultanes
Auffassen von Zahlen

Entwickeln und Nutzen der Vorstellungen zum dezimalen Stellenwertsystem
(wiederholtes Bundeln und Entbundeln)

‘ Entwickeln und Nutzen von Vorstellungen zu Briichen ‘
(ua_Anteile, Verhalinisse, Operatoren)

|Auffassen von Zahlen als Ordnungszahl

Darstellen von Zahlen
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Abbildung 1: Inhaltliches Konzeptbild ,,Zahlen und Operationen®, LISUM, CC-BY-SA 4.0

|dee der Zahl

Kardinale und ordinale Zahlvorstellungen

In der Idee der Zahl lassen sich ordinale und kardinale Zahlvorstellungen unterscheiden (Padberg &
Benz, 2021): Zdhlkompetenzen beruhen zunachst auf der Kenntnis der Zahlwortreihe, in welcher die
ordinale Anordnung von Zahlen bzw. Zahlworten zum Ausdruck kommt. Uber eine eindeutige Eins-zu-
Eins-Zuordnung von Elementen — z. B. von Rechenplattchen oder Mitspielerinnen und Mitspielern — zu
Zahlworten lassen sich Anzahlen von Mengen bestimmen: Das zuletzt genannte Zahlwort kennzeichnet
die Anzahl der Menge. Dies entspricht dem Kardinalzahlaspekt einer Zahl. Uber ein Weiter- oder Riick-
wartszdhlen lassen sich damit bereits erste Additions- und Subtraktionsprobleme I6sen. Weitergehend
machen Kinder die Erfahrung, dass sich Mengen auf verschiedene Weisen in Teilmengen zerlegen las-
sen, z. B. eine Sieben in eine Finf und eine Zwei, oder eine 10 in 7 + 3. Die Anzahl der Objekte der
Teilmengen entspricht der Anzahl der Gesamtmenge. Die Ergebnisse wiederholt erarbeiteter, zentra-
ler Aufgaben, z. B. von Verdoppelungs- und Halbierungsaufgaben, von Zerlegungen der 5 und der 10
sowie von Additionsaufgaben mit der 5 oder der 10, werden nach und nach auswendig gewusst. Dieses
Wissen und das Verstandnis der Teil-Ganzes-Beziehung ermdoglicht nach und nach eine Ablésung vom
zdhlenden Rechnen (Gaidoschik, 2016; Padberg & Benz, 2021): Unbekannte Aufgaben kénnen auf be-
reits bekannte Aufgaben zurilickgefiihrt werden: Beispielsweise kann 4+3 geldst werden, indem die
Nachbar-Beziehung zur Aufgabe 3 + 3 genutzt wird, oder indem die 3 zerlegt wird und Uber die
Zwischenaufgabe 4 + 1 und dann noch 2 das Ergebnis ermittelt wird. Die Erkenntnis, dass Tauschauf-
gaben, z. B. 2 + 5 oder 5 + 2, zum selben Ergebnis fiihren, nimmt bereits in Jahrgangsstufe 1 Bezug auf
das Kommutativgesetz der Addition, ohne es als solches zu benennen. Ziel ist hier das Losen von
unbekannten Aufgaben, indem sie auf bekannte zuriickgefiihrt werden. Dass das Kommutativgesetz
bzw. die Strategie der Tauschaufgaben lediglich fiir die Addition, nicht aber fir die Subtraktion gilt,
kénnen Rechengeschichten und Materialhandlungen verdeutlichen. Diese sollten auch in hoéheren
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Jahrgangsstufen wieder aufgegriffen werden, sobald insbesondere beim schriftlichen Subtrahieren der
verbreitete Fehler ,immer die kleinere von der groReren Ziffer abziehen” auftritt. Dieses Fehlkonzept
kann auch in der Sekundarstufe zu Antworten wie 73 — 14 = 61 (statt 59) fuhren.

Das Verstehen und Erlernen der Teil-Ganzes-Beziehung ist mit der Entwicklung von Fahigkeiten zum
quasi-simultanen Erkennen von Anzahlen verbunden: Eine gegebene Anordnung von sechs Rechen-
plattchen kann beispielsweise strukturiert werden als eine Menge von 4 und von 2 Rechenplattchen,
die dann im Kopf addiert werden. Oder eine gezeigte Anordnung von Rechenplattchen erinnert an
memorierte Bilder von Wiirfelzahlen, die ebenfalls bei der Anzahlbestimmung helfen kénnen. Auch
sinnvoll verwendete Fingerbilder kdnnen einen Beitrag zur Ablosung vom zahlenden Rechnen leisten:
Sie betonen auf natirliche Weise die besondere Rolle der Zahl 5 beim Rechnen und bei der quasi-
simultanen Auffassung von Zahlen. 5 + 1 angezeigter Finger lassen sich als 6 Finger beschreiben und
einpragen, verbunden mit der Erkenntnis, dass sich die Anzahl der gezeigten Finger nicht verdandert,
wenn alternativ 1 + 5 oder 3 + 3 Finger angezeigt werden. Eine solche Verwendung von Fingerbildern
erganzt eine ordinale Verwendung der Zahlwortreihe um die kardinale Anzahldarstellung mit flexiblen
Moglichkeiten zur Zerlegung von Zahlen.

Die Erarbeitung der Teil-Ganzes-Beziehung und von hierauf beruhenden Rechenstrategien zur Addition
und Subtraktion im Zahlenraum bis 20 stellen die zentralen arithmetischen Lernziele der ersten Jahr-
gangsstufe dar. Die Ablosung vom zdhlenden Rechnen bildet die Grundlage fiir die in Jahrgangsstufe 2
beginnende Erarbeitung von gréBeren Zahlrdumen sowie von Rechenstrategien in groReren Zahlrau-
men, flr die Erarbeitung des Stellenwertsystems sowie der Multiplikation.

Dezimales Stellenwertsystem

Das dezimale Stellenwertsystem (Padberg & Benz, 2021) basiert mit seiner wiederholten Zehnerbin-
delung auf zwei zentralen Prinzipien, in denen jede Ziffer zwei Informationen vermittelt: Der Zahlen-
wert einer Ziffer benennt die Anzahl der Biindel der betreffenden Machtigkeit. Der Stellenwert der
Ziffer ergibt sich aus der Stellung der Ziffer in der Zahl und kennzeichnet die Méachtigkeit des zugeho-
rigen Blindels. Dafiir ist es notwendig, dass nicht besetzte Stellen durch Nullen kenntlich gemacht wer-
den. Ein Verstandnis hiervon erarbeiten sich Kinder u. a., indem sie handelnd mit konkretem Material
groRe Mengen biindeln, um deren Anzahlen geschickt bestimmen zu kdnnen. Darauf aufbauen kénnen
Kinder mit strukturiertem Material (Zehnersystemmaterial bzw. Dienes-Material) die Bindelung von
Einern in Zehner, in Hunderter und Tausender vornehmen sowie Zerlegungen gegebener Zahlen han-
deln entbilindeln, indem sie z. B. Hunderterplatten in Zehnerstangen oder Einerwirfel umtauschen.
Auf dem Zahlenstrahl lassen sich Vorganger- und Nachfolgezahlen bestimmen, sowie Nachbarzehner,
Nachbarhunderter und weitere Beziehungen zwischen Zahlen erkunden. Zum Rechnen ist der Zahlen-
strahl weniger geeignet, da er ein zdhlendes Vorgehen nahelegt. Daher finden bei der Erarbeitung von
Rechenstrategien oftmals Rechenstriche ohne vorgegebene Einheiten Verwendung. Auf diesen lassen
sich Zahlbeziehungen und multiple Rechenwege z. B. zur Losung der Aufgabe 204 — 197 darstellen,
erkennen, kommunizieren und begrinden. Auch vielfiltige Besprechungen und Vergleiche von
Rechenstrategien tragen zu einem vertieften Verstandnis des Stellenwertsystems bei, indem Zahlen in
zunehmend groRer werdenden Zahlrdumen passend zu gegebenen Aufgaben und Situationen zerlegt,
zusammengesetzt und in Beziehung untereinander betrachtet werden.

Die Besprechung von Abstdnden zwischen Zahlen auf einem (fiktiven) Zahlenstrahl stellt eine wieder-
kehrende Lerngelegenheit fiir die Entwicklung von Stitzpunktvorstellungen zu ZahlgréRen dar: Mit
Verweis auf Langen lasst sich ab Jahrgangsstufe 4 beispielsweise erarbeiten: ,,Was ist 10 m, 100 m,
1000 m oder gar 10 000 m von unserem Klassenzimmer entfernt? Ist der Unterschied zwischen 10 und
1000 oder der zwischen 1000 und 10 000 grofRer? Warum?“ In héheren Jahrgangsstufen lasst sich in
dhnlicher Weise besprechen: ,Ist der Unterschied zwischen 1 000 000 und 1 000 000 000 grof3er oder
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der zwischen 1 000 000 000 und 10 000 000 000? Warum? Kennt ihr Beispiele fiir solche Zahlen?*“
Aktuelle Zahlenbeispiele finden sich u. a. in 6ffentlichen Haushaltsdebatten, aus Zielen zum Klima-
schutz oder ergeben sich aus Fermi-Aufgaben im Unterricht. Tragfahige Stitzpunktvorstellungen und
ein Verstandnis des Zahlensystems sind fiir ein verstehensbasiertes Nutzen entsprechender Informa-
tionen erforderlich. Beispielsweise lieBe sich diskutieren, ob ein Schuldenanstieg von 1 Million zu
1 Milliarde oder von 1 Milliarde zu 10 Milliarden bedeutsamer ist. Entscheidend ist hier nicht das Ober-
flaichenmerkmal Anzahl der Nullen, sondern der Stellenwert bzw. die Verschiebung des ersten Stellen-
wertes. Noch weit vor Einflihrung einer formalen Exponentialrechnung lasst sich derart die exponen-
tielle Struktur des Stellenwertsystems erfahren und inhaltlich beschreiben, u. a. mit Bezug zu Entfer-
nungen auf der Erde und im Sonnensystem. Verbunden damit lasst sich auch mit der bekannten Reis-
kornaufgabe am Schachbrett (,Fiir jedes weitere Feld kommen doppelt so viele Reiskérner hinzu.”)
exponentielles Wachstum diskutieren, berechnen sowie informell beschreiben. Erkenntnisse daraus
kénnen dann mit informell-inhaltlichen Beschreibungen der exponentiellen Struktur des Stellenwert-
systems verknilpft werden. Spater unterstiitzen solche Erfahrungen ein Verstandnis der 10er-Potenz-
schreibweise von Stellenwerten bei natiirlichen Zahlen.

Multiplikatives Verstandnis: Erweitertes Verstandnis von Zahlen und Zahlbeziehungen

Eine besondere Bedeutung kommt ab Jahrgangsstufe 2 der Erarbeitung der Multiplikation zu
(Gaidoschik, 2014; Padberg & Benz, 2021). Bei der Addition und Subtraktion lassen sich Zahlen, auch
in der Zehner-Biindelungsschreibweise des Stellenwertsystems, als Vielfache von 1 betrachten. Bei der
Multiplikation erhélt der Multiplikator jedoch eine andere Bedeutung (Hurst & Hurrell, 2014). Bei-
spielsweise gilt dies bei der Aufgabe 3 - 4 wahlweise fiir die 3 (drei Vierer-Mengen) oder fir die 4
(die 3, viermal). Der Operator bezeichnet, wie oft eine Menge vervielfaltigt wird. Betrachtet man z. B.
die Darstellung der Multiplikationsaufgabe 3 - 4 am Punktefeld, so nimmt man drei 4er-Reihen oder
vier 3er-Spalten wahr. Am Punktefeld kénnen sowohl einzelne Multiplikationsaufgaben als auch
Zusammenhange zwischen Aufgabe dargestellt und besprochen werden: 3 - 4 und 3 - 5 unterscheiden
sich um eine 3er-Spalte oder 3er-Reihe. Das Ergebnis von 3 - 5 ist daher um 3 grofRRer als das Ergebnis
von 3 - 4. Nur mit einem solchen Verstandnis multiplikativer Bedeutungen und Zusammenhange lasst
sich ausgehend von einem bereits bekannten Ergebnis einer Aufgabe wie 5 - 6 das Ergebnis einer noch
nicht bekannten Aufgabe wie 5 - 7 herleiten. Die Idee des Distributivgesetzes wird derart bereits beim
Aufgabenzusammenhang zwischen 5 - 6 und 5 - 7 am Punktefeld in Jahrgangsstufe 2 veranschaulicht
und eingefiihrt, ohne dies formal als solches zu benennen. Ebenso ist das Kommutativgesetz der
Multiplikation am Punktefeld bereits informell beschreibbar: ,,Je nachdem, ob ich Reihen oder Spalten
betrachte, sehe ich 3 - 4 oder 4 - 3 Punkte. Die Gesamtzahl der Punkte ist gleich.” Mit entsprechenden
konkreten Beispielen zu Punktefeldern oder Rechteckflachen lassen sich auch in hoheren Jahrgangs-
stufen Regeln zum Umgang mit Klammern in Termen oder allgemein das Distributivgesetz und das
Kommutativgesetz der Multiplikation mit Variablen erklaren und veranschaulichen.

Die Darstellung am Punktefeld findet auch in groReren Zahlrdumen Verwendung, um geschickte
Rechenwege von Aufgaben wie z. B. 19 - 50 zu entdecken, nachzuvollziehen oder zu erklaren (,,ein 50er
weniger als ...“). Das allgemeinere Rechteck-Flachen-Modell fiir die Multiplikation eignet sich spater in

erweiterten Zahlbereichen ebenfalls fir die Darstellung der Multiplikation von Briichen (z. B.%-%),

Dezimalzahlen (z. B. 1,9 - 5,0) bis hin zur Veranschaulichung binomischer Formeln und bedingter Wahr-
scheinlichkeiten bzw. stochastischer Abhdngigkeit und Unabhangigkeit am Einheitsquadrat. Die
Thematisierung multiplikativer Zusammenhange zwischen einem Faktor und dem Produkt, wie z. B.
,Das Ergebnisvon 5 - 7 ist um 5 groéer als das Ergebnis von 5 - 6, legt zudem eine wichtige Grundlage
flr das (spatere) Verstandnis proportionaler Zusammenhange. Dies kommt z. B. in Preis-Menge-Bezie-
hungen oder Flachenberechnungen zum Ausdruck: ,,Doppelte Léange bei gleicher Breite ergibt doppelte
Flache: Warum ..?“ und weitergehend als Gegenbeispiel ,Verdoppelt sich auch der Umfang?
Warum?“. Aufschlussreich sind hier wiederum Begriindungen mit Zeichnungen zur Veranschaulichung
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der proportionalen und nicht proportionalen Zusammenhange bis hin zum Distributivgesetz als
weitere Aspekte multiplikativen Verstandnisses.

Mit Blick auf langerfristige Lernprozesse werden multiplikative Zusammenhange demnach in den Jahr-
gangsstufen 2 und 3 bei einer verstehensbasierten Erarbeitung des Einmaleins (d. h. ohne verfriihte
Automatisierung) auch mit Bezug auf Reihen und Zusammenhange zwischen Reihen veranschaulicht
und diskutiert. Nachfolgend geschieht dies bei diskreten Mengen wie in Tabellen zu Preis-Menge-Be-
ziehungen. Dies legt die Grundlage fiir spater thematisierte multiplikative Zusammenhange auch
zwischen kontinuierlichen GréRen. Dazu werden u. a. Preis-Menge-Beziehungen mit rationalen Zahlen
in Tabellen genutzt und dazu passende Diagramme (Ursprungsgeraden) besprochen. Auch Malstabe
und Ahnlichkeitsabbildungen beschreiben kontinuierliche multiplikative Zusammenhénge. Beim Um-
rechnen zwischen Malstaben, in Dreisatztabellen und bei Prozentwertaufgaben werden multiplikative
Zusammenhange erweitert und vertieft. Dabei werden Verhaltnisse zwischen zugeordneten Mengen
oder Strecken sowie Verhiltnisse zwischen Mengen-Beziehungen oder Strecken-Beziehungen veran-
schaulicht, herausgearbeitet und letztendlich formalisiert dargestellt. In diesem langerfristigen Lern-
prozess ist der regelmaRige Riickbezug auf die zugrundeliegenden multiplikativen Zusammenhange
und deren Veranschaulichung in verschiedensten Kontexten essenziell. Ziel ist, einem unverstandenen
und moglicherweise zu einseitigem Hantieren mit Formeln und separiert verwendeten Rechenregeln
vorzubeugen. Dazu kdnnen die stets inhaltlich interpretierbaren Bedeutungen von Formeln, Rechen-
regeln und Begriffen (z. B. Quotienten aus Wertepaaren, Proportionalitatsfaktor) mit Erfahrungen und
Vorstellungen aus vielfaltigen Alltagskontexten vernetzt und zudem aktiv Bezlige zwischen verschie-
denen inner- und aullermathematischen Kontexten hergestellt werden (Lobato, Ellis, Charles, &
Zbiek, 2010).

Entwickeln von Vorstellungen zu Briichen

Das Verstandnis von Briichen (Padberg & Wartha, 2017) baut in mehrfacher Hinsicht ebenfalls auf
einem zuvor erarbeiteten Verstandnis multiplikativer Zusammenhéange auf: Formal stehen Zahler und
Nenner in einem multiplikativen Zusammenhang. Solange sich ihr Verhaltnis nicht dndert, bleibt auch
der Wert eines Bruches gleich. Bis das von Schiilerinnen und Schiilern verstanden werden kann, ist es
jedoch ein weiter Weg. Eingefiihrt werden Briiche Giberwiegend in ihrer Bedeutung als Anteil (Padberg

& Wartha, 2017). é bezeichnet dann eines von drei gleich groRen Teilen eines Ganzen. Darstellungen

am Bruchstreifen oder im Pizzamodell erlauben es, die gleich groRen Teile zu identifizieren und deren
Anzahl auszuzdhlen. Dies ist ein bewdhrtes und an das Vorwissen der Schiilerinnen und Schiler bereits
in der Grundschule anschlussfahiges Vorgehen. Vielfdltige nachfolgende Aufgabenbeispiele haben
weitergehend das Ziel, die notwendige gleichzeitige Betrachtung von Zahler und Nenner zu fordern

und zu férdern und derart das Verstandnis von Briichen auszubauen und zu vertiefen: , eines kleineren
2 . N . . . . 3 . ..
und 5 eines grolReren Kuchens lassen sich nicht so ohne weiteres vergleichen, oderzemes kiirzeren

und%eines langeren Streifens. Dies verdeutlicht die Bedeutung des Ganzen, auf das sich ein Bruch

bezieht. Eine solche Operatorvorstellung von Briichen inklusive gleichzeitiger Betrachtung von Zahler
und Nenner wird bereits angebahnt, wenn sich Briiche auf diskrete Materialien beziehen: ,Was sind

gvon 15 Rechenplattchen?” Zur Losung missen die Bedeutung des Nenners (drei gleich groRe Teil-

mengen von 15), des Zahlers (Anzahl der ausgewahlten Teilmengen) und des Ergebnisses (Anzahl der
Rechenplattchen in den ausgewahlten Teilmengen) in ihrem Gesamtzusammenhang beriicksichtigt
und interpretiert werden. Spatestens bei der Addition und Subtraktion von Briichen dienen Rechteck-
modelle der Veranschaulichung des Erweiterns sowie des Zusammenfassens oder Wegnehmens
gleichgroller, d. h. gleichnamiger Anteile. Das Rechteckmodell setzt ein Verstandnis von Flachen und
Flachenzerlegungen voraus, wie es beispielsweise zuvor mit dem (handelnden und rechnerischen)
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Auslegen von Flachen mit Einheitsquadraten zur Flachenbestimmung und zum Flachenvergleich ange-
bahnt werden kann. Ein Verstandnis der Addition und Subtraktion von Briichen am Rechteckmodell ist
zudem mit einem Verstandnis der Gleichwertigkeit von Briichen verbunden, inklusive der Bedeutung
des (multiplikativen) Erweiterns und Kiirzens als Verfeinern und Vergrébern der mit dem Nenner
gekennzeichneten Unterteilung eines Ganzen. Hierbei spielen Teiler, d. h. multiplikative Zerlegungen
der Zahlen in Zdhler und Nenner, und das Erkennen gemeinsamer Teiler eine zentrale Rolle. Inhaltlich
lassen sich multiplikative Zerlegungen von Zahlen bereits im vierten Schuljahr thematisieren, z. B.
indem rechteckige Punktefelder mit unterschiedlichen Langen und Breiten gesucht werden, welche
aus der gleichen Gesamtzahl bestehen. Dass es dabei Zahlen gibt, die sich vielfiltig darstellen lassen
(z. B. 24), und solche, die sich nur auf eine Weise darstellen lassen (z. B. 11), kann zur Thematisierung
von Primzahlen flhren. Verwandt damit ist z. B. im flinften Schuljahr die Suche nach geeigneten
GroBen von Schokoladetafeln, deren Einteilung in rechteckige Stlicke besonders familienfreundlich,
d. h. teilerreich ist.

Dezimalzahlen: Anteilsvorstellungen und Stellenwertverstandnis

Dezimalzahlen erweitern und vertiefen u.a. das Verstdandnis des dezimalen Stellenwertsystems
(Padberg & Wartha, 2017), indem sich die fortgesetzte Zehnerbindelung nun auch auf Stellenwerte
kleiner als 1 bezieht. Damit verbunden ist, dass die Bestimmung der Stellenwerte nicht mehr von den
Einern ausgeht, die bei natiirlichen Zahlen ganz rechts notiert werden, und sich von dort nach links
orientiert. Stattdessen ist der Bezugspunkt nun das Komma, und die Blickrichtung geht von hier aus-
gehend nach links und nach rechts: Links vom Komma folgen wie bisher nach den Einern die Zehner,
Hunderter, Tausender etc. Rechts vom Komma gibt es jedoch keine Eintel, sondern es folgen unmittel-
bar Zehntel, Hundertstel, Tausendstel etc. Zehn Hunderter ergeben einen Tausender, jedoch ergeben
zehn Tausendstel ein Hundertstel. Auch wenn viele Schiilerinnen und Schiiler bereits mit ausgewahlten
Dezimalzahlen, u. a. in Form von Geldbetragen, vertraut sind, darf dies nicht darliber hinwegtduschen,
dass auch die Erarbeitung eines Verstandnisses von Dezimalzahlen Zeit und vielfiltige Lerngelegenhei-
ten bendtigt. Hierbei werden u. a. die verschiedenen, teils gleichwertigen Schreibweisen fiir Bruchzah-
len und Dezimalzahlen aufeinander bezogen. Zudem werden Stellenwerte sowie Biindelungen und
Entbiindelungen inklusive Effekte der Multiplikation und Divisionen mit 10, 100 etc. an der Stellen-
werttafel notiert und besprochen. Der Zahlenstrahl dient vorrangig zur Klarung von Lagebeziehungen
zwischen Dezimalzahlen.

Flexibles Zahlen

Flexibles Zahlen hebt die Bedeutung einer verstehensbasierten Anwendung des Zahlens und schritt-
weisen Zahlens in allen Jahrgangsstufen hervor: In der Eingangsstufe machen Kinder u. a. die Erfah-
rung, dass es ginstig ist, beim Zusammenfassen zweier Mengen von der gréBeren Menge ausgehend
weiterzuzihlen, um die Gesamtmenge zu bestimmen. Spater kommen Anforderungen des Ubergangs
beim Weiter- oder Riickwartszahlen hinzu, z. B. dass nach 2198, 2199, 2200 nicht die 2300 folgt. Dies
zeigt sich auch bei Fahigkeiten zum schrittweisen Weiter- oder Riickwartszahlen Will man beispiels-
weise von 2023 in Zehnerschritten riickwarts zdhlen: 2023, 2013, 2003, 1993, ist dafiuir die Entblinde-
lung eines Tausenders und weitergehend eines Hunderters in Zehner notwendig. Vergleichbares gilt
fur das schrittweise Zdhlen mit Dezimalzahlen: Zahlt man z. B. von 10,98 in 0,01er-Schritten weiter, so
erfordert dies ein vertieftes Verstindnis der Stellenwerte, um nicht bei 10,100 und 10,101 als
vermeintlichen nachsten Schritten zu landen.

Seite 6 von 13 Schulz, CC-BY-SA 4.0



Materialien zur Diagnose und Férderung im Mathematikunterricht
Leitidee Zahlen und Operationen

Darstellen von Zahlen

Darstellungswechsel unterstiitzen den Aufbau tragfahiger Vorstellungen von Zahlen und Operationen
in allen Jahrgangsstufen (Padberg & Benz, 2021; Padberg & Wartha, 2017). Zahlen werden in unter-
schiedlichen Formen gesprochen und geschrieben (a) mit konkreten Materialien, z. B. unstrukturierten
Rechenplattchen oder strukturierten Zehnersystemmaterialien sowie Kreissegmenten fiir Briche,
(b) bildlich, z. B. mit strukturierten Punktefeldern oder am Zahlenstrahl sowie mit Bruchstreifen,
Prozentstreifen oder Rechteckmodellen fiir Briiche und (c) symbolisch als Zahl und Zahlwort. AuRRer-
dem werden sie in symbolischen Darstellungen wie z. B. der Stellenwerttafel oder dem Rechenstrich,
notiert, verglichen, zerlegt und verandert. Dabei werden Zahleigenschaften sowie Beziehungen
zwischen Zahlen herausgearbeitet, beschrieben und fiir das vorteilhafte und verstehensbasierte Rech-
nen genutzt. Materialien und Darstellungen sind iberwiegend nicht selbsterklarend und missen aktiv
interpretiert werden. Austausch und Sprache unterstiitzen dies, beim Darstellungswechsel und gene-
rell in einem verstehensbasierten Mathematikunterricht. Ubergeordnetes Ziel ist der Aufbau von trag-
fahigen Vorstellungen (Vom Hofe, 2003) zu mathematischen Begriffen wie Zahlen und Operationen.
So werden u. a. neu eingefiihrte Begriffe mit bestehenden Erfahrungen verkniipft und die komplexen
Eigenschaften von mathematischen Begriffen und ihre Beziehungen untereinander veranschaulicht
und begreifbar gemacht. Spater dienen die erarbeiteten Vorstellungen zu mathematischen Begriffen
u. a. dazu, Mathematik in vielfaltigen inner- und auermathematischen Problemstellungen anwenden
und flexibel, zielorientiert und kreativ nutzen zu kénnen.

Zahlbeziehungen

Das Erkennen und das Anwenden von Zahlbeziehungen sind eng mit dem Verstandnis von Zahlen und
von Operationen verbunden (Padberg & Benz, 2021). Im Anfangsunterricht ermoglicht z. B. das
Wissen, dass sich eine 7 in 5 + 2 sowie eine 8 in 5 + 3 zerlegen lassen, eine Losung der Aufgabe 7 + 8
unter besonderer Nutzung der Bedeutung der Zahl 5, die sich wiederum in 2 + 3 zerlegen lasst. Wird
dies gedanklich mit der Flinfer-Blindelung am Zwanzigerfeld verbunden, dann ist das Ergebnis am
Zwanzigerfeld bereits sichtbar. Auch die Verdoppelung der 7 und dann noch 1 mehr wiirde eine Losung
erbringen, wie auch viele weitere individuelle Rechenwege, die jeweils auf anderen Zahlzerlegungen
und Zahlbeziehungen aufbauen. Ahnliches gilt, wenn in Jahrgangsstufe 3 oder 4 eine Aufgabe wie
95 : 5 gelost werden soll: Verbinden Schiilerinnen und Schiiler die 95 mit der vertrauten Fiinfergrup-
pierung am Hunderterfeld, so lasst sich vorteilhaft beschreiben, dass die 95 einmal die 5 weniger ist
als 100, die aus insgesamt zwanzig Flinfern besteht. Eine alternative Zerlegung der 95 in 50 und 45, die
sich mit Rickgriff auf das kleine Einmaleins im Kopf durch 5 teilen lassen, nutzt eine andere Zahlbezie-
hung zur Losung der Aufgabe 95:5. Werden spater Briiche verglichen, so dienen ebenfalls das

Erkennen und Anwenden von Zahlbeziehungen der Orientierung und Losungsfindung: Um %und %zu
vergleichen, kann z. B. auf einen Bruchstreifen zurlickgegriffen werden. Darin ldsst sich z. B. erarbeiten
und allgemein beschreiben, woran man erkennt, dass eine Bruchzahl groRer oder kleiner als % ist: Ist
der Zahler mehr oder weniger als das Doppelte des Nenners? Warum ist das so? Mit dieser Strategie
(Reinhold & Reiss, 2020) werden dann auch Bruchvergleiche zwischen komplizierteren Briichen wie %

und g moglich, ohne aufwandige Berechnungen oder Rickgriff auf Bruchstreifen. Spatere Termumfor-

mungen, z. B. zum (geschickten) Losen linearer oder quadratischer Gleichungen, nutzen ebenfalls das
Erkennen von Beziehungen zwischen Zahlen bzw. Rechenausdriicken. Diese entwickeln den beim
Rechnen mit natirlichen und rationalen Zahlen gelibten Blick fiir Strukturen von Zahlen und Eigen-
schaften von Operationen weiter. Generell basieren das Erkennen und das Anwenden von Zahlbezie-
hungen auf einer flexiblen, zielorientierten und kreativen Nutzung von Prozeduren und Strategien. In
Verbindung mit tragfahigen Vorstellungen kennzeichnet und ermdéglicht dies mathematisches Ver-
standnis, das fur vielseitige Problemldsungen in variablen Kontexten zur Verfligung steht.
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Idee der Operation

Vorstellungen von Operationen und ihren Beziehungen

Viele der bisherigen Aussagen zur Idee der Zahl nehmen bereits Bezug auf die Idee der Operation, ganz
im Sinne der Leitidee Zahlen und Operationen. So spielen Darstellungswechsel zum Aufbau tragfahiger
Vorstellungen auch bei der Erarbeitung von Operationen (Padberg & Benz, 2021; Padberg & Wartha,
2017) far langfristig erfolgreiche und kumulative Lernprozesse eine zentrale Rolle. Abbildung 1
benennt die wichtigsten dynamischen (z. B. Wegnehmen fiir die Subtraktion) und statischen (z. B.
Unterschied als weitere Bedeutung der Subtraktion) Vorstellungen zu Rechenoperationen. Eingefiihrt
werden Operationen oftmals in dynamischen, alltagsnahen Kontexten, z. B. die Multiplikation als
wiederholtes Hinzufiigen: ,Die Lehrerin geht viermal zum Pult und legt jedes Mal drei Blumen in die
Mitte vom Sitzkreis.” Das Ergebnis dieser (zeitlich-sukzessiven) Handlung, die viermal drei Blumen in
der Mitte des Sitzkreises, stellt bei geeigneter Anordnung eine (rdumlich-simultane) multiplikative
Struktur dar. Die Notation der dazugehorigen Rechnung 4 - 3 lasst sich sowohl als wiederholte Addition
oder als multiplikative Struktur interpretieren und ermdoglicht so Mathematisierungen von vielfaltigen
Problemldsungen in unterschiedlichsten Kontexten, z. B. auch von multiplikativen Vergleichen: , Luisa
hat 8 Sticker. Paula hat viermal so viele Sticker wie Luisa.” Fir das Verstandnis von Rechenstrategien
ricken oftmals die statischen Bedeutungen von Operationen, mit welchen Zahlbeziehungen interpre-
tiert und genutzt werden kénnen, ins Zentrum: “95 : 5 = ? In die 50 passt die 5 zehnmal, und in die 45
noch neunmal.” Das entspricht der (eher statischen) Vorstellung des Aufteilens zur Division, wohinge-
gen eine Einflihrung oftmals als (eher dynamisches) Verteilen stattfindet: 95 Murmeln werden an
5 Kinder verteilt. Ein Verstandnis von Umkehroperationen erganzt Vorstellungen zu Operationen und
nutzt Beziehungen zwischen Rechenoperationen. So lasst sich 95 :5 alternativ unter Rickgriff auf
gekonnte Multiplikationsaufgaben I6sen: “10 mal 5 ergibt 50, und dann noch 9 mal 5“. Wandelt man
die Aufgabe zu Luisa und Paula leicht ab, wird sie deutlich schwieriger und erfordert ein Erkennen und
Nutzen der Beziehung zwischen Multiplikation und Division in dieser neuen Situation: ,Paula hat 8
Sticker. Paula hat viermal so viele Sticker wie Luisa.”

Das Potenzieren wird meist als Kurzschreibweise fiir eine fortgesetzte Multiplikation in einem (eher)
dynamischen Kontext eingeflhrt. Fiir die Einflihrung des Potenzierens kann es sich anbieten (vgl. dazu
die Reiskornaufgabe am Schachbrett oben), auf die den Schiilerinnen und Schiilern vertraute und
anschauliche Operation des Verdoppelns zuriickzugreifen: Die Ldnge eines Meterstabs wird verdop-
pelt, das Resultat nochmals verdoppelt usw. Dieser Kontext entwickelt zunachst Vorstellungen zum
exponentiellen Wachstum in einem dynamischen Kontext des Potenzierens als wiederholte Multipli-
kation: ,Wie lang ist der Stab nach 10, 20 oder 30 Verdoppelungen? Langer als bis zum Ende des Pau-
senhofs, bis zur Stadtgrenze, ...? Wie oft misste man verdoppeln, um zum Schwimmbad zu kommen?
Schatzt, bevor ihr rechnet.” Auch die vertraute Umkehroperation des Halbierens einer Lange lasst sich
in diesen Kontext einbinden und formal notieren: 2% ist die Kurzschreibweise fiir zehn Verdoppelun-
gen der Liange 1, wahlweise als Prozess (Operator) oder als Ergebnis. Wenn das Ergebnis 2° nachfol-
gend einmal halbiert wird, ergibt das nunmehr neun Verdoppelungen, also 2°. In anderen Worten:

Neunmal verdoppelt und einmal halbiert lasst sich als Multiplikation/Division mit 2° : 2 oder 2° %: 28

notieren, etc. Dies kann schlieBlich zu einer Interpretation von 2° als ,,nichts verindern / Lange bleibt
bei 1“ fortgesetzt werden. Noch weiter fortgesetzt ldsst sich 27 als einmal halbiert oder — gleichbedeu-

tend mit - — 22 als zweimal halbiert, etc. interpretieren. 27 - 2° reprasentiert derart insgesamt 7 +5

Verdoppelungen, woraus sich allgemein 22 - 2° = 2*** ergibt, etc. Indem auf diese Weise erarbeitete
Zusammenhange und Vorstellungen zu positiven und negativen Potenzen auf andere Basiszahlen liber-
tragen werden, z. B. die 10, lassen sich auch die Stellenwerte von Dezimalbriichen als positive und

1 1 .
70 Too’ etc. notieren und verstehen. Verbun-

den damit stellen allgemein Multiplikationen mit b die Umkehroperation der Multiplikation mit b dar
oder umgekehrt. Als statische Kontexte des Potenzierens bieten sich bis zur Hochzahl 3 Flachen und

negative Zehnerpotenzen bzw. als Kurzschreibweise fiir
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Volumina an, sofern Schiilerinnen und Schiiler tber tragfahige Vorstellungen z. B. zum Messen von
Flachen mittels Einheitsquadraten oder zum Messen von Volumina mittels Einheitswurfeln verfiigen.
Uber umgekehrte Fragestellungen, bei denen zu einem gegebenen Quadrat oder Wiirfel die Seiten-
lange gesucht wird, ergibt sich das Bediirfnis nach einer Bezeichnung fiir Wurzeln als Umkehroperation
des Potenzierens.

In der Grundschule werden neue Zahlrdume (bis 100, bis 1000, ...) Gber neue Kontexte eingefiihrt, die
das Verwenden von Zahlen und Operationen mit immer gréBer werdenden Zahlen erfordern. Auch
Bruchzahlen und negative Zahlen lassen sich derart Giber neue Kontexte einfiihren und zu den natrli-
chen Zahlen in Beziehung setzen. Spater bei der Einflihrung von (Quadrat-)Wurzeln, meist liber die
Umkehroperation des Potenzierens (Quadrierens), bietet es sich an zu fragen, ob sich z. B. auch V2 als
Bruch darstellen lasst. Beispielsweise der vielfach verwendete Widerspruchsbeweis von Euklid ermog-
licht eine Verbindung zur langen Geschichte des Faches Mathematik, zur Struktur von Zahlbereichen
und zur Welt der Logik.

Generell gilt, dass ein solides Verstandnis von Operationen auf jeweils mehreren Vorstellungen zu
jeder Operation aufbaut. Eine einzelne Vorstellung ist nicht ausreichend, um Operationen in vielfalti-
gen mathematischen und auermathematischen Situationen sinnvoll interpretieren und anwenden zu
kénnen. Wird z. B. die Subtraktion ausschlieBlich als Wegnehmen thematisiert, so steht beim Rechnen
mit ganzen Zahlen die Vorstellung zum Unterschied nicht zur Verfliigung. Mit dieser ist jedoch ein
Verstandnis des Rechenterms 3 — (—4) oftmals einfacher zu vermitteln, z. B. durch die Interpretation
als Unterschied zwischen 3 und —4 (Grad Celsius) auf dem Zahlenstrahl (Thermometer), als mit der
dynamischen Vorstellung zur Subtraktion, wenn z. B. von 3 (Euro oder Guthaben) —4 (Euro bzw. 4 Euro
Schulden) weggenommen werden sollen. Vorstellungen zu Operationen werden oftmals auch als
Grundvorstellungen bezeichnet. Damit ist nicht gemeint, dass diese lediglich bei der anfédnglichen
Einfllhrung von Operationen bedeutsam sind. Vielmehr legen sie eine solide Grundlage fir das
Weiterlernen in hoheren Jahrgangsstufen und sind kontinuierlich in erweiterten Zahlbereichen auszu-
bauen, zu vertiefen und zu vernetzen.

Vernetzung von Operationsvorstellungen mit Rechenregeln, Rechenstrategien und
Algorithmen

Mathematisches Verstandnis und Fahigkeiten zur Anwendung von Mathematik in vielfaltigen Kontex-
ten zeichnet sich somit durch die Vernetzung von Vorstellungen zu (Zahlen und) Operationen mit dem
(a) Anwenden von Eigenschaften, Rechenregeln und Gesetzen, mit dem (b) Nutzen und Verstehen von
Rechenstrategien und mit dem (c) Nutzen und Verstehen von Algorithmen zum Rechnen aus. Hierfur
wurden bereits einige Beispiele gegeben. Als Beispiel nicht nur aus der Grundschule dient die vielfach
bestehende Herausforderung, Effekte der Multiplikation und Division mit Zehnerzahlen zu verstehen.
Diese ist eng verbunden mit dem Umrechnen zwischen Einheiten in der Leitidee Gréf8en und Messen,
und mit einem Verstandnis von Zahlen und Operationen in groReren Zahlrdumen bis hin zum Rechnen
mit Dezimalzahlen. Experten (Lehrkréfte, dltere Schiilerinnen und Schiiler) orientieren sich hierbei oft-
mals an Regeln zum Weglassen und Hinzufiigen von ,Nullen”. Sie kdnnen dies optimalerweise reflek-
tiert tun, da bei ihren Regeln mit tragfahigen Vorstellungen zu Zahlen und Operationen, vielfaltigen
Rechenstrategien und einem breiten mathematischen Erfahrungswissen verbunden sind. Eine vor-
schnelle Einfiihrung solcher Regeln zum Weglassen und Hinzufligen von ,Nullen” in der Grund- und
Sekundarstufe erweist sich im Unterricht jedoch langfristig oftmals als kontraproduktiv. Schiilerinnen
und Schiller erhalten dann in oberflachlicher Analogie zur Multiplikationsaufgabe
20-40=2-4-10- 10 auch bei einer Divisionsaufgabe wie 360 : 40 nicht selten das Ergebnis 900. Zur
Reflexion, ob das Ergebnis stimmen kann, sind Regeln zum Anhangen und Streichen von , Nullen”
unbrauchbar und verbergen sogar den Blick auf grundlegende Bedeutungen der Multiplikation und
Division mit Zehnerzahlen: Beim Multiplizieren mit 10 wird aus einem Einer ein Zehner oder aus einem
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Hunderter ein Tausender. In der Stellenwerttabelle rutscht eine Ziffer damit nach links, was eine trag-
fahigere Interpretation darstellt als das Anhdngen von ,Nullen”. Bei der Division ldsst sich der gegen-
teilige Effekt u. a. auch mit Rechengeschichten veranschaulichen: ,Wenn ich 360 Sticker nicht an 40
Kinder verteile, sondern an 4 Kinder, denn erhilt jedes Kind zehnmal so viel.” Das lasst sich bildlich und
rechnerisch darstellen, z. B. indem die Operation ,,: 40“ zerlegt wird in ,erst : 4 und dann : 10“ oder
andersherum. Derartige Untersuchungen, Entdeckungen und Diskussionen sind um einiges aufwandi-
ger als eine Orientierung an vorschnellen Regeln, mittels derer Schiilerinnen und Schiiler Rechenauf-
gaben der aktuellen Lektion oftmals tatsachlich schnell und korrekt I6sen kénnen. Langfristig tragen
solche vielfaltigen und aufrichtigen Erarbeitungen zur Vernetzung von Vorstellungen, Regeln und
Strategien jedoch zu einem vertieften und tragfahigen Verstandnis von Zahlen und Operationen bei.
Zudem beférdern sie ein authentisches und sinnstiftendes Bild von Mathematik.

Die Bedeutung der Vernetzung von Vorstellungen zu (Zahlen und) Operationen mit dem (a) Anwenden
von Eigenschaften, Rechenregeln und Gesetzen, mit dem (b) Nutzen und Verstehen von Rechenstra-
tegien und mit dem (c) Nutzen und Verstehen von Algorithmen zum Rechnen zeigt sich z. B. auch in
der Prozentrechnung: Als Veranschaulichung von Prozentaufgaben mit vermehrtem und verminder-
tem Grundwert eignen sich Prozentstreifen: Diese visualisieren Beziehungen zwischen Prozentwert,
Grundwert und Prozentsatz in unterschiedlich strukturierten Situationen. Prozentstreifen kdnnen
Vorstellungen von Prozenten als Teil eines Ganzen, als gekiirzte oder ungekiirzte Bruchzahl, als Dezi-
malzahl oder als Prozentangabe unterstiitzen. Weitergehend verdeutlichen sie den Bezugswert einer
Prozentangabe, ermdglichen es Zwischenschritte im Losungsprozess kenntlich zu machen und bieten
damit vielfaltige Orientierungen. Wichtig im Unterricht ist auch hier wieder die Vernetzung mit ande-
ren Darstellungsarten und Strategien zur Lésung von Prozentaufgaben mittels Dreisatztabellen, Tabel-
len und Formeln. Jede dieser Darstellungsarten hat spezifische Vorteile. Ein Gibergeordnetes Ziel ware
es, dass Schiilerinnen und Schiiler langfristig lernen, sich verschiedene Aufgabentypen zu Prozenten
vorstellungsbasiert, z. B. auch mit Tabellen oder Prozentstreifen, zu erschlieBen. Auf dieser Grundlage
identifizieren sie dann den Situationen und Aufgabentypen angemessene mathematische Modellie-
rungen in Form von Rechenausdriicken und (umgestellten) Formeln und kénnen nachfolgend ihre
Ergebnisse auf Sinnhaftigkeit im gegebenen Kontext Uberprifen.

Kompetenzerwerb: Inhaltliches Denken vor Kalkiil

Bereits vor Schulbeginn nutzen Kinder Zahlen und Operationen in vielféltigen Kontexten. Sie verwen-
den beispielsweise Zahlen zum Zdhlen und haben Vorstellungen zur Grof3e von Mengen und Teilmen-
gen. Schulisches Lernen schliel3t an diese Vorerfahrungen an und entwickelt das mit der zunehmend
komplexeren Verwendung von Zahlen und Operationen verbundene mathematische Verstandnis
weiter (Padberg & Benz, 2021). Hierbei stehen das Ausfiihren von Prozeduren, z. B. das Verwenden
von Abzdhlreimen oder von Formeln fiir Prozentwertaufgaben, in einer engen und sich gegenseitig
beeinflussenden Beziehung zum Verstandnis der zugrundeliegenden mathematischen Prinzipien
(Rittle-Johnson, Siegler, & Alibali, 2001). Solche Prinzipien sind beispielsweise das ordinale Verstdndnis
der Zahlwortreihe, das Verstandnis eines Prozentwertes als Operator oder proportionale Zusammen-
hidnge. Eine zu einseitige oder zu friihe Orientierung an Prozeduren, z. B. an unverstandenen Rechen-
regeln, Algorithmen oder Formeln insbesondere in den héheren Jahrgangsstufen der Grundschule und
der Sekundarstufe, hat sich als nachteilig fiir einen langfristigen, kumulativen Kompetenzaufbau im
Fach Mathematik erwiesen. Dies begriindet die Forderung des didaktischen Prinzips Inhaltliches
Denken vor Kalkiil (Prediger, 2009): ,,Fir nachhaltige Lernprozesse ... ist das Verweilen im inhaltlichen
Denken ebenso entscheidend wie die Aufrechterhaltung der Beziige zum inhaltlichen Denken nach der
Einfiihrung des Kalkuls.” Mit inhaltlichem Denken ist ein Perspektivwechsel vom oftmals im Mathema-
tikunterricht dominant anzutreffenden Tatigkeiten auf Kalkiilebene (,,So rechnet man das ...“) hin zu
dahinter liegenden strukturellen Prinzipien von Zahlen und Operationen (z. B. beim Dreisatz, bei
Prozentwertaufgaben oder bei Termumformungen ...) verbunden.
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Inhaltliches Denken beinhaltet eine Vernetzung von mathematischen Begriffen (z. B. Zahlen und
Operationen) mit Vorstellungen zu Situationen. Dies kommt in der Idee der Grundvorstellungen (Vom
Hofe, 2003) zum Ausdruck, z. B. wenn die Subtraktion als Unterschied zwischen Anzahlen und nicht
nur als Wegnehmen verstanden wird. Dies ermdglicht eine tragfahige Vorstellung von der Subtraktion
fir das Losen von Textaufgaben (,,Bert hat 8 Kekse. Er hat 3 Kekse mehr als Ernie. Wie viele Kekse hat
Ernie?“), flir das Interpretieren von Termen wie ,3 — (-5) =?“ als Suche nach dem Unterschied
zwischen 3 und -5, oder fiir eine Interpretation des Terms x, — x; als Seitenldange in einem Steigungs-
dreieck, das hinter der Formel % steht.

Inhaltliches Denken beinhaltet zudem das Erkennen und Nutzen mathematischer Strukturen, z. B. von
Beziehungen zwischen Zahlen und Operationen. Dies kommt beispielsweise in flexiblen Rechenwegen
zum Ausdruck, wenn die Aufgabe 9 - 13 vorteilhaft Gber die Zwischenaufgabe 10 - 13 geldst wird, oder
erkannt wird, dass 602 — 499 einfacher durch genaues Hinsehen als durch den nach seiner Einflihrung
oftmals ausschlieBlich verwendeten schriftlichen Subtraktionsalgorithmus gel6st werden kann. Ebenso

ist ein Vergleich der Briiche % und % Uber das gleichnamig Machen recht aufwandig. Die Verwendung

einer Strategie flir Bruchvergleiche, wie die Nutzung des hier geeigneten Vergleichswertes 1, macht
die Aufgabe fiir diejenigen, die diese Zusammenhéinge erkennen, sehr einfach (Reinhold & Reiss,
2020). Das Erkennen und Nutzen derartiger mathematischer Beziehungen baut auf tragfahigen
Vorstellungen zu den mathematischen Begriffen auf, hier z. B. die Vorstellung eines Bruches als Anteil,
oder die Vorstellung der Beschreibung eines Verhaltnisses durch Zahler und Nenner: 10 ist kleiner als
11, aber 14 ist gréRer als 13. Gleichermalien vertieft die Suche und die Nutzung solcher mathemati-
scher Beziehungen die Vorstellungen und damit das Verstdandnis von mathematischen Begriffen, hier
von Briichen und Bruchvergleichen als Beispiele flir Zahlen und Operationen.

Inhaltliches Denken zu quadratischen Termen kann, als weiteres Beispiel, sowohl eine Vernetzung mit
Vorstellungen zu Situationen als auch das Erkennen und Nutzen mathematischer Strukturen beinhal-
ten. Basierend auf Erfahrungen zur Multiplikation mit dem Malkreuz und zur Darstellung von Produk-
ten am Flachenmodell lassen sich quadratische Terme als Beschreibungen von Flachen interpretieren
und umgekehrt: Um in einem Term wie (x + 3) die Klammern aufzuldsen, eignet sich seine Darstellung
auf Rechteckpapier. Dem Wert x wird eine beliebige (z. B. blaue) Streckenldnge zugewiesen, dem Wert
3 eine (z. B. rote) Strecke der Lange 3 Kéastchen. Das zeichnerische Quadrat mit der Seitenlange x + 3
beinhaltet die vier Teilflichen x%, x - 3, 3 - x sowie 3 - 3, womit sich das Distributivgesetz in Anwendung
auf diesen konkreten Term oder die erste Binomische Formel veranschaulichen lassen. Auch umge-
kehrt nutzen solche Modelle Flachen, um Summen oder Differenzen als Produkt zu schreiben: Zu den
Termen x% — 10x + 25 oder x? — 25 lassen sich Quadrate und Rechtecke finden, welche die zweite und
dritte Binomische Formel veranschaulichen bzw. zu den gesuchten Produkten fiihren. Zur Abgrenzung
und Flexibilisierung bieten sich zwischendurch Terme ohne Quadrate an, wie ax + bx + 2x, oder andere
Buchstaben wie d? — e?. Ergidnzend kann zu gegebenen Rechteckbildern gefragt werden, welcher Term
passt, und woran man dies sieht.

Kalkiil und inhaltliches Denken oder Prozeduren und Verstdandnis bedingen und beeinflussen sich
gegenseitig und sollten daher im Mathematikunterricht in allen Klassenstufen in einem ausgewogenen
Verhaltnis und miteinander vernetzt als Lernziele sowie als mathematische Aktivitditen zum Tragen
kommen.
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Einsatz der Diagnose- und Férdermaterialien

Der Einsatz der vom LISUM entwickelten Diagnose- und Fordermaterialien erfolgt durch die Lehrkrafte,
die zeitlich und inhaltlich passend zu ihrer Unterrichtsplanung solche Themenbereiche auswahlen, zu
denen sie Informationen zum Leistungsstand der eigenen Klasse und Hinweise fiir auf die Ergebnisse
abgestimmte Fordermdglichkeiten wiinschen. Die Materialien zur Leitidee Zahlen und Operationen
decken ein breites Spektrum von Lernzielen ab, gegliedert nach der Idee der Zahl und der Idee der
Operationen und zugeordnet zu Niveaustufen.

Beim Einsatz der Diagnoseaufgaben geben zunachst die Losungsquoten Hinweise auf die Leistungsver-
teilung in der Klasse und auf den Leistungsstand einzelner Schiilerinnen und Schiiler. Dariber hinaus
bietet es sich an, wenigstens bei ausgewahlten Schiilerinnen und Schiilern auch Lésungswege genauer
zu betrachten. Damit lasst sich zum einen sicherstellen, ob z. B. ein falsches Ergebnis tatsachlich auf
die mit der Aufgabe tiberprifte (vgl. Aufgabenbeschreibung) fehlende Kompetenz zuriickzufiihren ist,
oder ob moglicherweise weitere Fehlerquellen ausschlaggebend waren, die alternative oder ergan-
zende Fordermalnahmen nahelegen wiirden (inkl. Lesefehler, Fliichtigkeitsfehler beim Rechnen etc.).
Zum anderen ergeben Analysen von richtigen und falschen Losungswegen Hinweise auf das Denken
der Schilerinnen und Schiler. Das kdnnen oftmals detaillierte Hinweise darauf sein, was die Schile-
rinnen und Schiiler bereits konnen und nicht kdnnen, worin die Schwierigkeiten liegen, teils auch auf
bestehende Fehlvorstellungen oder worauf das weitere Lernen aufbauen kann. Solche vertiefenden
Analysen von Losungswegen kénnen Gberraschende, spannende und unerwartete Antworten hervor-
bringen. Dies kann den Erfahrungshintergrund der Lehrkrafte erweitern, Anlass fiir Austausch
zwischen Schiilerinnen und Schiilern mit ihrer Lehrkraft bieten und nicht zuletzt auch zu einem konti-
nuierlich erweiterten und vertieften Verstandnis der Lehrkrdfte vom Kompetenzaufbau beitragen.

Das LISUM-Modell (Abbildung 1) betont zentrale Ideen im Kompetenzaufbau und bei den Lernzielen
zur Leitidee Zahlen und Operationen. Das Modell mochte damit die Bedeutung von tragfahigen
Verstehensgrundlagen fiir einen langerfristig erfolgreichen Lernprozess von der Grundschule bis zur
Sekundarschule unterstitzen. Fir die Grundschule werden die bereits bestehenden Diagnosemateri-
alien der individuellen Lernstandsanalysen ILeA plus verwendet und auf die bestehenden begleitenden
Unterlagen zur Durchfiihrung und Erlauterung von ILeA plus verwiesen. Die im Handbuch zu ILeA plus
bereitgestellten Férderideen zu jedem Forderinhalt wurden fir dieses Fordermaterial in konkrete Auf-
gaben Ubersetzt und liegen als Aufgabensammlung vor. Fiir die Sekundarstufe wurden neue Diagnose-
und Fordermaterialien entwickelt. Diese stellen Beispiele und Anregungen dar, die von den Lehrkraf-
ten erweitert und erganzt werden kénnen. Die bereitgestellten Aufgaben bieten eine Orientierung und
Anregung, worauf im Lernprozess und damit bei der Diagnose und Forderung zu achten ist. Aufgaben
stehen im Zentrum eines jeden Mathematikunterrichts. Daher ist es sinnvoll, an dieser zentralen Ge-
lenkstelle von Unterricht anzusetzen. Der konkrete Einsatz der Aufgaben erfolgt durch die Lehrkrafte
in Passung zu ihrer persénlichen Unterrichtsgestaltung und abgestimmt auf die schulischen Rahmen-
bedingungen. Lernférderliche Aufgaben sind eingebettet in einen Unterricht, der den Schiilerinnen
und Schiilern bestméglich in differenzierenden Unterrichtssettings eine aktive Mitarbeit auf einem an
das Vorwissen abgestimmten Niveau ermoglicht. Austausch lber Losungswege, Begriindungen und
Kooperationen unterstiitzen das individuelle Weiterlernen. Einer bedeutungshaltigen Verwendung
von Sprache kommt im Mathematikunterricht eine wesentliche Rolle zu, um Interpretationen von
mathematischen Begriffen auszuhandeln, zu Gberprifen, mit vielfdltigen Beispielen und Darstellungen
zu verkntpfen. Derart nutzen Schiilerinnen und Schiiler Mathematik fir flexible, zielorientierte und
kreative Problemlésungen in variablen inner- und auRermathematischen Kontexten.
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